Capitulo 4. Aplicacion de la ecuacion de
onda al atomo de hidrogeno.

4.1. Ecuacion de onda para un potencial central eléctrico

Si utilizamos un sistema de coordenadas esféricas para las dimensiones extendidas y
eliptico para las compactadas y consideramos un potencial eléctrico tridimensional la ecuacién
de onda independiente del tiempo seria:

(Ogy +k°)H =0

Eonda .
donde k = 22
hc

La energia total de la pulsacion tendra los siguientes términos:

- .z . _ 2
—  Energia de la pulsacion en reposo: Ey = mc

—  Energia cinética: E,

Como la energia cinética no es conocida a priori y el electrén se va a mover en un campo
potencial eléctrico podemos expresarla como la diferencia entre:

—  Energia mecanica: E,,

—  Energia potencial eléctrica. Si consideramos que debido a su gran masa con respecto al
electron el proton se mantiene inmévil podemos expresar la energia debida al campo
eléctrico como:

2
1L Q. __1 ¢

Egrpe =

- ang r - ang r
Por tanto tendremos que:
2 &

Eonda . me * Em B ﬁ)T . Dmcz + Em 62 1|:|
k= i= i = - U
hc hc 0 he hednigrp

i1l =

y s1llamamos a a = hedTis,
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podemos escribir:

2

2 Dmc2 +E, o .
D hC I"D
Desarrollando tenemos:
] 2 2 ]
2 4 2 2
DZH—UnC+Em +2Emmc +O(__2mca_2EmO(Dq:0

i2c2  h%c2 k%2 r?  her her

agrupando nos queda:

2 2
O d ] L 0 O, o5 o0
. a
DZH—EW—CDH—D—mDH—ZmC%‘—gD'{—GJ—Z— —MS(H = 0
DhD [ﬁCD hic C I’D D}“ CI"D

Se puede solucionar mediante separacion de variables

H(En,x,y,2) = ®(En) ¥ (. 6,9)

que permite separar los laplacianos utilizando el mismo postulado que en la pigina 19.

2
O d
2 I _ ., L L .
Ug g @ - H%Ddb =0 De solucién andloga a la de la particula libre. (I)
ao* d
D2 O O 0oO.,d
2E, aJ 2 2
0, 0 W - 20 - S0y - 20 fom Oy - @iy =g ()
i micq  her g he fic ro Qg
Sacando factor comtin en (II)
E E 0 ZDE o 0o.,0
% - —’"%m—@mv—z’"c -Gy - w =0
heic 1 he -fic rg  @°Q

O

En el caso no relativista mc? > > > E y el término h_’” m_ Z_GBLp
C C r |:|

es despreciable frente a
O

ZmCZEE_m_gDP
he fic rp




4.1. Ecuacion de onda para un potencial central eléctrico 65

y por tanto podemos escribir: -

4.2. Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Resulta sencillo obtener la ecuacion de Schrodinger a partir de la relacion anterior. En efecto, si
consideramos :
2

ZmOCDE g]_

@ —
- Eﬁc rD 7?

U
W=0
NN

a2
y despreciando el término 2 = frente a a
r r

O O
o + 2m0c§_gw -0
h C }"D

0, lo que es lo mismo

h_ g+ ? “[HJ 0
2myc

y recordando que:

€2

~ hedg,

Nos queda:
U

D 2
h s gE-_¢€ np=o
2myc c 4T[£-‘Ohch

Multiplicando por %c y reordenando:

0 0 o, 0
Ry E- w=0 - |o=fs W= E[®
2mo n %FD DZmo 41'[%}"[]

2
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4.3. Solucion para las dimensiones extendidas. Caso no relativista

Si partimos de la ecuacion:

0.0
ZmOCDE |j]_2|:HJ — O
Eﬁc rD 0’0

, aplicando el laplaciano en esféricas tenemos

-

D 2

U [ [
101209 L1 o 9 g ngd¥s 1 OW 2 Eu_a _ o
rzarD or 0 rZSenGGGD 08 s25en’9 09  h [fic r D 72

N
¥=0
N

Si descomponemos

W(r,6,9) =R(r)P(O)T(¢)
tenemos entonces:

U U U H U 0,0

2
10 q2ppris — 2 9 Ken@RP T+ — L pp7r = 270 m _ O ppy - [?‘-DQPT 0
rZOrD B rZSenBGGD 0O r2Sen®® h e rg 0°0

Si multiplicamos por

5 o 0O ] o , 2m DE l [l
Sen 9 Sen ed D2R1D+S€n9d [Be eP’EH' _rZSe O O >

Como tenemos un término que solo depende de @ y la suma debe ser constante por fuerza
tenemos que:

TT—cte— —mlz

y cuya solucién es
- —im,@ .
T (@) =C,e ™% con m, semientero.

Sustituyendo entonces y dividiendo por Sen’d

I 0 O
2
1d popigs L _d myengprg- - 22 _Ap_ 2=
RdVD 0 PSenGdGD 0 Sen"® h l:flC o

Ya tenemos separadas las variables.
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1d 2pr 22 E, ab
=L 2R 0- P22 -2 0-a?= [(I + 1)
Rdl"l:] 0 h [f"lC I"D

1 4- S
41 a I ! - _
Sl eg;enep B o I(1+1)

Como a? << I(I + 1) podemos escribir:

122, 0 ome o0
2R 0- P20 -80= (1 + 1) (a)
Rdi"D D h [flC r D

1 4 O O m2

e iy

PSeanGBSéneP B Sen’0 10 ®
T" _
== -mf? (©)

La ecuacion (b) se trata de la funcion asociada de Legendre, que junto con la ecuacién (c)
proporciona la solucion de los arménicos esféricos. Las condiciones de contorno restringen la
solucién a 1=0,1,2,.... junto con la condicién O < |nl| </

En principio m; puede adoptar valores semienteros, pero los polinomios de Legendre de orden
semientero presentan valores infinitos para 8 = 1, por lo que no pueden tener significado fisico.

Vamos a analizar la ecuacioén (a) para determinar los niveles de energia:

Si aplicamos la regla de la cadena y reagrupamos

2 2 0
ZDZmoc E, _2moc GD’? =1+ )R
O

2rR' + r°R" - r*[4 >
0 (hc) hcr

Definimos la funcién

u(ry=rR

u'(r)y=rR'+R

u'(r)=R'+rR"+ R = 2R"+ rR"

lo que nos permite escribir los dos primeros términos de forma simplificada:

2rR' + rZRH — r(ZR' + rR”) = ru" y por tanto:
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4 — %mocE 2moc20( l(l+1)D4 0
D (hc) hcr r2 0

Si realizamos un estudio asintético de la funcidn anterior cuando r — o se puede escribir:

Dmec?

Diﬂt 0
0 (he)?

si llamamos

2 chzE

P ey

podemos escribir:

O
2myca
l/t” _ EBZ _ mOC l(l + 1)Dl O
0 hr r? 0
Dividiendo por [32:
2myca l I+
I/l_2 _ _ 0 ( 1)D/l 0

B 0 Bzhr B2 [0

Como r aparece siempre multiplicado por 3 podemos realizar el siguiente cambio de variable p
= 3 [ definiendo la funcién U(p):

UJ
U — (- 2m0c0( l(l + 1)EU 0
0o Brp P 0

2mycd

Bh

tenemos

Sillamamos p =

[
T TR (2 A (d)

o P PO
La ecuacion (d) aparece en forma muy similar en la resolucion de la ecuacion de Schrodinger
radial del atomo de hidrégeno y puede encontrarse su resolucion en la literatura mediante su
estudio asintético y posterior desarrollo en serie. La condicion para que la serie de términos no
sea infinita es que para algun valor de j se cumpla la igualdad siguiente:

2(j + 1 + 1) = g, donde j es un nimero entero.
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si llamamos n=j+1+1 nos queda:

2n =,

Si d las definici [32 2chEm 0 2myca
1 recordameos las dernniciones: =——7 Yy =
(he)?> ° 0 Ph

podemos obtener la relacion que cuantifica los niveles energéticos del electrén en el dtomo
de hidrégeno:

2mcQ — o — >_Inca

=n
h\/ 2’ZEm \/ ZmEm

Elevando al cuadrado

mc’o® _ 2
2E

m

Y eligiendo la solucién negativa

g = _mc®
m = 2

2n

que proporciona los mismos niveles energéticos que la ecuacion de Schrodinger.

En realidad la ecuacion (a) se trata de una variacion de la funcién asociada de Lagerre y por tanto
proporciona las mismas soluciones. Finalmente recalcar que la solucién final vendra dada por el
producto de las 3 soluciones, es decir:

H(E N, x,y,21) = ®DEn (,0,0)d

, ¥ que de dichas soluciones se pueden obtener los momentos angulares, que serian:

—  Momento angular orbital L =+/I(/ + 1) [

- Proyeccion sobre el eje z del momento angular orbital L, = m;h

—  Momento angular de espin L, = mh = + %‘h

4.4. Solucion para las dimensiones extendidas. Caso relativista

Si partimos de la ecuacion de onda para las dimensiones extendidas:
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@ 0 oL o o,
o - é#" 20ny _2mcm Ay np =g
hc r o hc Efzc o DrZD

sacando factor comin y reordenando tenemos:

EE 2+2mc2E 2E, + 2mc”)a U .U
& - - . L Fow=0
D (hey? ¢ o oo
aplicando el laplaciano en esféricas tenemos:
100090, 1 0r oW, 1w ESromdE, @E,+amd)al o
29rc, Or . r2SenBd8r a8n g2 30 2 her 2o T
reorg org O DrSenB 0 (hc) O OO
Si descomponemos W(r, 0, @) =R(r)P(0)T (¢ tenemos entonces:
a 0 a Q; 2 2 0 o 0
E,
126an PTO+ 29 (KenoRP 70+ —L_Rp7" - gt 27 En _ (Ey + 2N o RPT = 0
r2orm 0 r2SenB06 0 r2Sen’d D (hc)? her 0 020
2Sen’d
Si multiplicamos por =24
P POrRPT
O O a g [k 2 g E, 0 0,0
Sen'®d gy Seneics w0p D L' - 2sontorin * 2nEy _(2E, +2m)ag oo or 0= 0
R dr " O dep o T 0 (heyf her [I o0

Como tenemos un término que solo depende de @ y la suma debe ser constante por fuerza
tenemos que:

n
TT =cte = — ml2 con mlsemlentero

Sustituyendo entonces y dividiendo por Sen’d

- U w2 Ik 24 omPE. (2E, +2mcA)all
1dD2 R'O+ _1 dDS'enGP’D— ™ L ZC m—( n 't 2me’) [a?=0
Rdro PSenGdGD O Ser’® 0O (ko) her 0

Ya tenemos separadas las variables.

DO k24 om?E, (2E, +2 0
1d opi- 2 * 20y _ (0, 2me LI
Rer 0 0 (hc) her 0

O 0 2

1 _dgenppn- "t _—q?2= -1+ 1)
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Si llamamos a®— I'(I' + 1) = —I(I + 1) nos quedaria:

o O 2 2
1d D_ZRr - rZE!%m + 2mC2Em _ (2Em +2mc )GD

eSS O=0'(I'+1
Rdi"D 0 0 (hC)Z her 0 ( )
1 d- 2w
ua Pr _ 1 - — )
PSenOdBBSgne B Sen29 I(l+1) (b”)
T" _ _ ,
T—cte— —ml2 (c”)
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La segunda ecuacion solo tiene solucidn para 1 entero positivo, por tanto podemos obtener los

valores de I’ en funcion de los posibles valores de 1.

-l —17= —(+D)- >+ I'-a?-1(+1)=0

Ecuacién de segundo grado cuyas soluciones para los primeros valores de 1 son:

l’

1
0 | -5,3254190509x10° | -0,9999467485

1 | 0,9999822494 1,9999822494
2 | 1,9999893497 -2,9999893497
2,9999923927 -3,99.....

Parece evidente que la solucion con significado fisico es la primera, por tanto podemos escribir:

1 {1 o=[-1

0 | -5,3254190509x10” | 5,325419051x10"
1| 0,9999822494 1,775055653x10”
2 | 1,9999893497 1,065029359x10”
3 | 2,9999923927 7,607344624x10°°
4 | 3,9999940832 5,916821056x10°
5 | 4,999995159 4.841x10°°

6 | 59999959037 4,096259329x10°
7 | 6,9999964499 3.55009114x10°
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Ya estamos en condiciones por tanto de resolver la ecuacion (a’):

Sk 2+ omcE, (2B, +2mAal
- e O= I'(I' + 1)
Rdi"D 0 0 (hC) cr 0

aplicando la regla de la cadena y multiplicando por R tenemos:

(£ 2+ 2mPE, (2E, + 2mcH)al
2rR' + r’R" - r?[F2 T R=0'('+1R
O (ko) O

Realizamos la siguiente sustitucion:

u(ry=rR

u'(r)y=rR'+R

u'(r)y=R'+rR"+ R' = 2R"+ rR"

lo que nos permite escribir los dos primeros términos de forma simplificada:

2rR' + r2R" = r(2R'+ rR") = ru" y por tanto:

2 2 2y~ [
B, P+ 2m®E,, (2E,, +2me )GE;:Z’(Z'+1)%

n

ru'' — r°[4

O (hc) her

operando tenemos:

n

u' —

LE 24 2mc?E. (2E., + 2mc®)aU
I’Dm Zc m_( m mc) @:l'(l'+l)ﬂ
0 (hc) hicr 0 r

Dividiendo por r y reordenando:

) E)smz + ZmZCZEm _(2E, +2mc*)a N 1’(1’: 1)54 o
O (hc) hcr o0

n

Si realizamos un estudio asintético de la funcidn anterior cuando r — > oo se puede escribir:

n

u

Q’mz + 2mc2EmD
-0———"k=0
O  (hkc) 0

si llamamos

o E,7+2mc%E,,
()’
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podemos escribir:

0 E 2 "y U
o 2_(2 m+2mc)a_|_l(l;i-l)m:O

0 her e
Dividiendo por Bz :

v O @E,+2mP)a 1@+ e
u—z_lj._( m2 mC) +l(12+1)|]l:0
B 0O B her Br2 O

Como r aparece siempre multiplicado por 3 podemos realizar el siguiente cambio de variable p
= 3 [ definiendo la funcién U(p):

U 2 3L U
U - EI.—(ZEm+2mC )a +l (I'+ 1)[U _0
0 Bhcp P O

Si llamamos

_(2E,,+ 2mc2)a
Po™ " Bhc
O i+ U
podemos escribir: U" — EI.—&) + Ui 1)[U =0 (d)
o P P QO

La ecuacién (d’) aparece en la resolucion de la ecuacidén de Schrodinger radial del 4tomo de
hidrégeno y puede encontrarse su resolucion en la literatura mediante su estudio asintético y
posterior desarrollo en serie. La condicion para que la serie de términos no sea infinita es que
para alguin valor de j se cumpla la igualdad siguiente:

2(j +1'+ 1) = p,donde j es un nimero entero. Si escribimos I” en funcién de 1 tendremos:
2(j +1-0(l) + 1) = g, si llamamos n=j+1+1 nos queda:

2(n - 3(!)) = p,y lamando n'(/) = n — d(/) 1a condicion resulta en :

2n'(l) = p,

Si recordamos las definiciones:

E,” +2mc®E 2E, +2mc’)a
2 _ m m —_ m
B = (hc)su YB = Bhc

podemos obtener la relacion que cuantifica los niveles energéticos del electron en el d&tomo de
hidrégeno si consideramos que la energia mecdnica es negativa y por tanto su raiz cuadrada ima-
ginaria:
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(E, +mc®)a
WE,?+2mcE,

n'(l) =

Si elevamos al cuadrado ( apareciendo por supuesto soluciones extras) tenemos:

2 —(E,+ mcz)Z(:(2

n 2
E “+2mc’E,,

operando

n'zEm2 + 2n’2mc2Em = —-(E,0+ O(mcz)2

desarrollando el cuadrado del binomio y operando:

n'ZEm2 + 2n’2mc2Em + EmZO(2 + az(mcz)2 +2E, a’mc®> =0
reordenando nos quedaria:

(n’2+ ch)Em2 + 2mc2(n'2+ adE, + a?(mc®? =0

ecuacion de segundo grado en E_ del tipo ax?+ bx + ¢ = 0donde
a=n+a?

b= 2mcz(n’2+ ad

c= (;(z(mcz)2

Y la solucidn sera:

- 2mc?(n'® + a?) £ dmPcA(n* + a2)? — 4 n'* + o?) 2 On2c?

E 2
2(n'“+ 0?)

m

Sacando factor comun:

12 2 12 2 2 _ 12 2|:|

+0%)+ + +
= W ER G 20() (" + o) [0
0 2(n'“+ a?d 0

m

y simplificando queda:

U 2 O
E, = —mczﬂi\/zn—ﬂ
O Vn'“+ o]

La segunda solucién coincide numéricamente con la correccion relativista de primer orden a la
ecuacion de Schrodinger que aparece en la literatura.
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a2D3 1 =
E=-Yn02__21
n2|j11’l l+%D

Los resultados numéricos se muestran a continuacion:

La soluciones anteriores no reproducen cuantitativamente la estructura fina ni cualitativamente la
estructura hiperfina porque en la expresion de la energia no se han introducido los términos mag-
néticos ni el momento magnético nuclear, pero basta para demostrar que las dos formulaciones
son equivalentes.

n ' | ' & [y | Emev | Endiev

1 ] 532827605 (000046746 | -13,9991928 -13,5991927
2 [ o | 5,328 22605 | 1900046746 | -3, 3007 18566 -3, 3007 18973
2 1 0,00908224 | 1990082240  -3,30050B3R5 -3, 300508285
3 |0 | 53833E05 2990046746  -1,510067775 -1,510067772
3 1 009008224 | 2909082240 | -1,510932012 -1,510032012
3 2 1,000080344 | 200008935  -151002486 -1,51002486
4 0 | -532829E05 3900046746 -0,84991348 -0,849913479
4 1 0,09008724 | 3999082240 | -0,840898303 -0 840808303
4 2 1090080344 | 300098935 | {0,B40805375 0 840805375
4 3 2,990992380 | 3,999902393 | 0,B49804082 0,B40804082
5 o | 5, 32822E05 | 4 900046746 | 0,543942219) 0 545042219
5 1 | 0,09008734 | 4909082240 | -0,543034495 -0,5430 34495
5 2 | 1,090080344 | 400008035 | 054393005 0,54303205
5 3 2,999902380 | 4,990902393 | 0,543932288 0,5430 32288
5 4 300000408 | 4000004083 | 0,54393102 -0,54393192

Figura 4.1.

La solucién radial a la ecuacién de onda es muy similar a la tradicional en Mecanica Cudntica,
pero con las siguientes diferencias:

—  Wrepresenta (es proporcional a) el potencial de las fuerzas electrofuertes, electromagnéticas
o electrodébiles, y pierde su interpretacion probabilista.

—  Lalongitud caracteristica a debe ser igual a la mitad del radio de Bohr. ( ay/2).



